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On de montre qu’un feuilletage holomorphe F a co^ne tangent irre ductible de
degre ps ou p est premier et s # N* posse de une inte grale premie re holomorphe non
constante. Nous e tablissons une certaine optimalite de cet e nonce , avec au passage
un proce de de construction de courbes alge briques planes irre ductibles dont le
groupe de Poincare du comple ment contient un groupe libre Z V Z.  1998 Academic
Press
1. INTRODUCTION
Conside rons un germe de feuilletage holomorphe F de codimension un,
singulier a l’origine de Cn. Un tel objet est de fini par la donne e d’un germe
de 1-forme inte grable holomorphe |= ai dxi , ai # O(Cn, 0) p.g.c.d.(ai)=1
satisfaisant la condition de Frobenius | 7 d|=0. L’ensemble singulier
est par de finition Sing F=Sing | :=[a1= } } } =an=0]; visiblement cod
Sing F2. Une inte grale premie re holomorphe de F est un e le ment
f # O(Cn, 0) non constant tel que | 7 df =0, ou, ce qui est e quivalent, tel
que les feuilles de F soient les composantes connexes des fibres de f.
Lorsque Sing F est petit, plus pre cise ment lorsque cod Sing F3, F
posse de une inte grale premie re holomorphe: c’est le the ore me de Frobenius
singulier de B. Malgrange [M]. Le co^ne tangent C(F) se de finit de la
fac on suivante; on conside re l’e clatement En : C n  Cn, ou C n :=[(z, D) #
Cn_CP(n&1)z # D] et En : (z, D)  z. Par de finition C(F) est l’inter-
section de Sing E &1n F et du diviseur exceptionnel E
&1
n (0)$CP(n&1);
c’est une hypersurface projective (non re duite) de degre v+1. De finissons
notre feuilletage F par | comme ci-dessus et de veloppons |=|v+ } } } , ou
|v= Inv(ai) dxi est la partie initiale de |: c’est une 1-forme homoge ne
inte grable de degre v. Introduisons le champ d’Euler R= xi (xi) et




Copyright  1998 by Academic Press
All rights of reproduction in any form reserved.
File: DISTIL 220202 . By:DS . Date:22:01:98 . Time:14:48 LOP8M. V8.B. Page 01:01
Codes: 3680 Signs: 2964 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
dicritique si ce polyno^me est non identiquement nul. Si tel est le cas, ce que
nous supposons dans la suite, alors E &1n (0)&C(F) est une feuille et C(F)
est pre cise ment l’hypersurface projective (Pv+1=0). On dira que F (non
dicritique) est a co^ne tangent irre ductible si le polyno^me Pv+1 est irre duc-
tible. En dimension 2, un feuilletage est a co^ne tangent irre ductible si et
seulement si il est non singulier (il posse de donc une inte grale premie re).
Evidemment en dimension >2 on perd cette e quivalence.
On se propose d’e tablir le:
The ore me 0. Soit F non dicritique a l ’origine de Cn; on suppose que le
co^ne tangent C(F) de F est irre ductible de degre v+1 puissance d ’un
nombre premier. Alors F posse de une inte grale premie re holomorphe.
Le The ore me 0 donne donc un crite re infinite simal d’existence d’inte grale
premie re qui est ope rant me^me si cod Sing F=2. Il s’inscrit dans la ligne
de re sultats obtenus dans [C, M] ou l’on de montre que lorsque C(F) est
irre ductible lisse ou bien a singularite s ordinaires dans une section plane
ge ne rale, alors F a une inte grale premie re holomorphe. D’autres situations
ont e te e tudie es toujours dans [C, M]; par exemple lorsque C(F) est
re duit a croisements ordinaires dans une section plane, modulo des hypothe ses
arithme tiques (approximations diophantiennes) portant sur les re sidus *k
de la forme ferme e |vPv+1, alors F posse de une inte grale premie re du
type  *k Log fk , *k # C, fk # O(Cn, 0). L’ide e est d’exploiter la feuille spe ciale
L=E &1n (0)&C(F) via son groupe d’holonomie. Il s’agit de l’image d’une
repre sentation du groupe fondamental ?1(L) dans Diff(C, 0), le groupe des
germes de diffe omorphismes de C fixant 0, que l’on construit grosso modo
comme suit. Soient p: C n  E &1n (0) la projection naturelle, m0 # L et =
p&1(m0). Si # # ?1(L, m0) est un lacet et z un point voisin de m0 dans  ,
on peut relever # via la projection p dans la feuille Lz passant par z en un
chemin #~ z d’extre mite s z et h#(z) # . Identifiant  , m0 a C, 0 le morphisme
d’holonomie est l’application #  h# . Si F a une inte grale premie re
holomorphe f la restriction de f b En a  est invariante par les h# : f b En(h#(z))
= f b En(z); par suite le groupe d’holonomie est fini et conjugue a un
groupe de rotations pe riodiques. Ainsi une e tape cruciale dans la construction
d’inte grales premie res consiste a montrer que le groupe d’holonomie est un
groupe fini de diffe omorphismes, qui est donc (par moyennisation) conjugue
a un groupe fini de rotations. Il laisse alors invariant une fonction (un
mono^me dans la coordonne e line arisante) que l’on prolonge le long des
feuilles de F coupant  , puis globalement a un voisinage de E &1n (0) par
des arguments du type Hartogs [M, M], [C, M], pour obtenir l’inte grale
premie re souhaite e.
Bien souvent la finitude du groupe d’holonomie (ou plus ge ne ralement
son abe lianite en vue de la construction d’inte grales premie res du type
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 *k Log fk) provient de la finitude (respectivement abe lianite ) me^me de
?1(L)=?1(E &1n (0)&C(F), 0). Dans notre cas (The ore me 0) les groupes
?1(L) peuvent, a l’inverse, e^tre tre s complique s par exemple contenir un
groupe libre Z V Z ([D, O, Z]). On substitue alors a l’approche classique
l’e nonce suivant qui s’e tablit par un argument d’arithme tique e le mentaire.
The ore me 1. Soit G un sous groupe de Diff(C, 0) engendre par les e le ments
f1 , ..., fv+1 . On suppose que:
(1) fk(z)=+z+ } } } avec +=e2i?v+1 et fv+1 b } } } b f1=id
(2) les fk sont deux a deux conjugue s dans G
(3) v+1= ps avec p premier et s # N*.
Alors G est un groupe fini; en particulier G est conjugue a un groupe fini de
rotations fixant 0.
Le The ore me 0 est optimal en ce sens que l’hypothe se v+1= ps avec p
premier s’ave re ne cessaire. Nous construisons en effet des feuilletages non
dicritiques a co^ne tangent irre ductible de degre p .q, pgcd( p, q)=1, ayant
des feuilles tre s complique es (par exemple denses, avec beaucoup de topologie
etc...) ce qui exclut toute possiblite d’existence d’inte grale premie re (holo-
morphe ou me^me Liouvillienne, i.e., vivant dans une extension Liouville du
corps des fonctions me romorphes). Ceci utilise de fac on profonce l’existence de
repre sentations fide les de Z V Z dans Diff(C, 0) qui est une conse quence
d’un argument non trivial du^ a Cohen affirmant que le groupe engendre
par les translations T : [x  x+t, t # C] et le groupe P :=[x  x pq,
pq # Q>0] est isomorphe au produit libre P V T. Notre construction nous
permet en outre de retrouver des re sultats de Zariski et Ne me thi qui disent
que si 1 est une courbe plane irre ductible donne e par Pq+Q p=0 ou P
et Q sont des polyno^mes ge ne raux de degre p et q respectivement alors
?1(CP(2)&1, V ) contient un groupe Z V Z. En fait nous construisons une
repre sentation de ce ?1 dans Diff(C, 0) dont l’image contient un groupe
libre.
2. DE MONSTRATION DU THE ORE ME 0
Soit F non dicritique a co^ne tangent irre ductible. L’identite d’Euler
applique e a (|vPv+1) montre que (|vPv+1) est ferme e. Comme Pv+1 est
irre ductible on a |v=(1v+1) dPv+1. Conside rons une section ge ne rale
{: C2, 0/Cn, 0 au sens ou le plongement line aire I: CP(1)/CP(n&1)
219FROBENIUS THEORY
File: DISTIL 220204 . By:DS . Date:22:01:98 . Time:14:48 LOP8M. V8.B. Page 01:01
Codes: 3361 Signs: 2262 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
induit par { coupe C(F) en des points lisses et transversalement. Le
the ore me de Lefschetz assure que I induit une surjection
?1(I(CP(1)&C(F)), m0)  ?1(CP(n&1)&C(F), m0)
ou m0 est un point de base choisi dans I(CP(1)&C(F)). En fait l’irre duc-
tibilite de C(F) implique que ?1(CP(n&1)&C(F), m0) est engendre par
un e le ment #1 et ses classes de conjugaisons (un nombre fini). On peut
prendre pour #1 un lacet e le mentaire (Fig. 1) trace dans I(CP(1)&C(F))
$CP(1)&v+1i=1 [mk] (cf.[D] par exemple).
D’apre s [M, M], F posse de une inte grale premie re holomorphe si et
seulement si {&1(F) en posse de une (the ore me d’extension). L’hypothe se
de transversalite de { a C(F) implique que {&1(F) se re duit (au sens de
la re duction des singularite s des feuilletages [C, M]) en un e clatement de
point E2 : C 2  C2. Comme nos feuilletages sont non dicritiques on peut
conside rer les repre sentations d’holonomie des feuilles E &1n (0)&C(F)
pour F et E &12 (0)&U[mk] pour {
&1(F) (cf. [M, M], [C, M], [C, C]).
Plus pre cise ment via {, on peut voir E2 comme la restriction de E a
l’e clate strict {(C2) de {(C2) dans C n. On choisit alors une droite C, 0/{(C2)
t
tranverse en m0 a E &12 (0) (et donc a E
&1
n (0)) ou l’on repre sente nos
holonomies:
Hol(E &1n (F), E
&1
n (0)&C(F)) : ?1(E
&1
n (0)&C(F), m0)  Diff(C, 0)
et
Hol(E &12 ({
&1(F)), E &12 (0)&U[mi]):
?1(E &12 (0)&U[mk], m0)  Diff(C, 0).
Le the ore me de Lefschetz implique que les images des deux repre sentations
d’holonomie co@ ncident; on note G leur image commune, G/Diff(C, 0).
Ce groupe est engendre par les e le ments f1 , ..., fv+1 images des lacets
e le mentaires #1 , ..., #v+1 (cf. Fig. 1) avec la relation fv+1 b } } } b f1=id.
Le fait que |v=(1v+1) dPv+1 permet de calculer les parties line aires
des fk : f $k(0)=e2i?v+1. De plus le groupe G he rite de la proprie te d’irre duc-
tibilite de C(F): chaque fk ou f &1k est conjugue a f1 par un e le ment hk # G.
En fait, puisque, f $k(0)=e2i?v+1, on constate que pour v+1>2 c’est
ne cessairement fk qui est conjugue a f1 :
fk=hk f1h&1k k=2, ..., v+1.
Maintenant nous savons relier l’existence d’inte grale premie re a des proprie te s
holonomiques. Plus pre cise ment puisque {&1F se re duit en un e clatement
on de duit de MatteiMoussu [M, M] que {&1F posse de une inte grale
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Figure 1
premie re holomorphe si et seulement si G est un groupe fini (ce qui e quivaut
a G est conjugue a un groupe fini de rotations). Invoquant le the ore me
d’extension, le The ore me 0 sera e tabli si l’on sait montrer la finitude de G.
Lorsque v=0, il n’y a rien a de montrer puisque F est non singulier.
Pour v=1, le co^ne tangent est une quadrique irre ductible; on sait que le
groupe de Poincare du comple ment de cette quadrique est Z2Z et ne ces-
sairement G est fini. En ge ne ral la finitude de G va re sulter du The ore me 1
dont nous rappelons l’e nonce :
The ore me 1. Soit G un sous groupe de Diff(C, 0) engendre par f1 , ..., fv+1.
On suppose:
(1) fk(z)=+z+ } } } avec +=e2i?v+1 et fv+1 b fv b } } } f1=id
(2) Les fk sont deux a deux conjugue s dans G
(3) v+1= ps avec p premier et s # N*.
Alors G est un groupe fini.
De monstration. L’ide e est de de montrer par un algorithme formel que G
est formellement line arisable. Plus pre cise ment nous allons montrer que si
G est line aire (a conjugaison pre s) a l’ordre k, i.e.,
fl(z)=+z+tlzk+1 mod zk+2 ou tl # C
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alors ou bien les tl sont tous nuls (et le groupe est line arise a l’ordre k+1)
ou bien (v+1) ne divise pas k et t1= } } } =tv+1 . Dans ce dernier cas, on
pourra line ariser G a l’ordre k+1 en conjuguant par z+(t1 1&+k) zk+1.
Ceci produit un algorithme convergeant dans la topologie de Krull produisant
un diffe omorphisme formel conjuguant G au groupe engendre par la
rotation +z.
Supposons que v+1 divise k; l’application az+bzk+1+ } } }  (ba) de finit
alors un morphisme de G dans C. D’apre s (2) on a t1= } } } =tv+1 et
d’apre s (1) (v+1) t1=0. Si maintenant (v+1) ne divise pas k, l’application
az+bzk+1+ } } }  (az+bak+1) de finit un morphisme de G dans le groupe
affine C*_C dont l’image G0 he rite des proprie te s de G : G0 est engendre
par des e le ments g1 , ..., gv+1 deux a deux conjugue s dans G0 , gl(z ) =
(+z+tl +k+1).
Le lemme suivant de montre le point annonce :
Lemme. Soient : une racine de l ’unite d ’ordre n>1, t1 , ..., tr+1 des nombres
complexes et G0 le groupe affine engendre par les transformations gk(z)=
:z+tk , i=1 } } } r+1. Alors les gk sont deux a deux conjugue s dans G0 si et
seulement si:
 ou bien n posse de deux diviseurs premiers distincts
 ou bien n= ps, p premier s # N* et t1= } } } =tr+1.
De monstration. Commenc ons par e tudier le cas r=1 et supposons t1 {t2 .
Par conjugaison affine on se rame ne au cas t1=0, t2=1 c’est-a -dire g1(z)=:z
et g2(z)=:z+1. Pour conjuguer g1 et g2 par une affinite on doit simplement
e changer les points fixes 0 et (11&:). On pourra le faire via une transfor-
mation de G0=( g1 , g2) si et seulement si (11&:) est dans l’orbite de 0
par G0 . Visiblement l’orbite de 0 par G0 est Z[:]; dans cet anneau l’inverse
de (1&:) est donne par la division euclidienne du polyno^me minimal ,:
de : par X&1:
,:(X )=Q(X)(X&1)+,:(1).
Ainsi (11&:)=(Q(:),:(1)) et puisque Q(X) est unitaire, (11&:) # Z[:]
si et seulement si ,:(1)=\1.
Des proprie te s classiques des polyno^mes cyclotomiques [L] on de duit
que
,:(1)={ 1p
si n posse de deux diviseurs premiers distincts
si n= ps, p premier, s # N*
Pour de montrer le lemme il suffit donc de montrer que lorsque n= ps on
a t1= } } } =tr+1 . Supposons que ce ne soit pas le cas; par conjugaison
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affine on se rame ne a la situation ou tr+1=0. Comme pre ce demment, le
fait que les :z+tk soient conjugue s a :z dans G0 signifie que leurs points
fixes (tk 1&:) appartiennent tous a l’orbite de 0 par G0 , c’est-a -dire au
Z[:] module M engendre par t1 , ..., tr . En d’autre terme, la multiplication
par (11&:) de finit un endomorphisme de M. En particulier (11&:)
annule son polyno^me caracte ristique et est donc entier sur Z[:]. Puisque
n= ps, p premier, Z[:] est pre cise ment l’anneau des e le ments de Q[:]
entiers sur Z [Samuel, pp. 5152] et par transitivite [Samuel, p. 35] (11&:)
est entier sur Z; comme d’autre part (11&:)  Z[:], on obtient une
contradiction. K
3. NE CESSITE DE LA CONDITION v+1=ps, p PREMIER
ET CONSTRUCTION DE COURBES PLANES SPE CIALES
On doit rappeler quelques faits sur les e quations diffe rentielles 0=A dx
+B dy qui posse dent le cusp y2+x3=0 comme se paratrice [C, Mo]; de
telles e quations diffe rentielles s’e crivent 0=a .d( y2+x3)+b . (3y dx&2x dy)
ou a et b sont dans O (C2, 0). Lorsque 0 est une courbe ge ne ralise e au sens
de [C, L, S] et ne posse de pas d’autres se paratrices que le cusp alors a est
une unite (on suppose a=1) et b # M .O(C2, 0). Finalement nous allons
travailler avec la famille de courbes ge ne ralise es 0(b) = d( y2 + x3 ) +
b . (3y dx&2x dy) et F(b) le feuilletage associe . La de singularisation du
cusp produit la re duction des singularite s de F(b); elle se fait par un
processus de 3 e clatements et l’on note C1 , C2 , C les trois composantes du
diviseur exceptionnel de cette re solution (Fig. 2).
On note ?=?3 b ?2 b ?1 la composition de ces trois e clatements, M le
transforme total de C2 par ?, i.e., ?: M  C2, ?&1(0) = C1 _ C2 _ C.
Le feuilletage e clate ?&1(F(b)) posse de les courbes C1 , C2 , C comme
se paratrices; il a 3 points singuliers mi=Ci & C, i=1, 2 et m=C & # ou #
est le transforme strict du cusp par ?. La repre sentation d’holonomie
Hol: (?&1(F(b), C&[m1 , m2 , m])  Diff(C, 0) classifie comple tement de
tels feuilletages [C, Mo] et son image est engendre par deux e le ments f et
g de Diff(C, 0) tels que f 2= g3=id( f $(0)=&1, g$(0)=e2i?3). Utilisant un
re sultat d’Alcide s Lins Neto [Lin] on de montre [C, Mo] que tout sous
groupe de Diff(C, 0) ( f, g; f 2= g3=id) comme ci-dessus est en fait
associe a un feuilletage F(b) (et un seul a conjugaison pre s). Nous
utilisons maintenant le re sultat suivant de montre en Appendice.
The ore me 2. Il existe f et g e le ments de Diff(C, 0) tels que f $(0)=&1,
g$(0)=e2i?3, f 2= g3=id tel que le groupe ( f, g) soit isomorphe au produit
libre Z2Z V Z3Z. En particulier ( f, g) contient un groupe libre Z V Z.
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Figure 2
Choisissons maintenant F(b) tel que l’holonomie du diviseur C contienne
un sous groupe libre, ce que permet le The ore me 2.
Soient P une forme quadratique et Q une forme cubique sur C3 suffisam-
ment ge ne rales pour que P3+Q2 soit irre ductible. On conside re le morphisme
_: C3  C2 de composantes P, Q et le feuilletage de C3, 0F(b; _)=_&1F(b).
Ce feuilletage est de fini par _*0(b)=d(P3+Q2)+b(P, Q)(3Q dP&2P dQ).
Puisque b # M .O(C2, 0) le co^ne tangent C(F(b; _)) est donne par P3+Q2=0
donc irre ductible. Nous allons montrer que F(b, _) ne posse de pas
d’inte grale premie re en e tablissant que l’image du morphisme d’holonomie
?1(E &13 (F(b, _))&C(F(b, _); m0)  Diff(C, 0) contient un groupe libre.
Comme on l’a indique dans l’introduction, ceci est une obstruction a la
pre sence d’inte grale premie re holomorphe qui n’a lieu que lorsque le
groupe d’holonomie est fini. Nous obtenons en fait que F(b, _) ne posse de
pas non plus d’inte grale premie re Liouvillienne dont l’existence implique la
re solubilite du groupe d’holonomie [B, C, L].
Pour cela nous conside rons une section plane {: C2, 0/C3, 0 line aire
ge ne rale; on note P$=P b {, Q$=Q b {, F$ le feuilletage {&1(F(b, _)) de fini
par 0$={*_*0(b). Comme { est ge ne ral P$3+Q$2 s’annule sur 6 droites
distinctes. On remarque que l’application _$ = _ b { : C2  C2 envoie la
fibration de Hopf( yx)=cste dans la fibration naturelle ‘‘singulie re’’ associe e
au cusp ( y2x3)=cste. En effet _$(tx0 , ty0)=(t3P$(x0 , y0), t2Q$(x0 , y0)) ce
qui indique du me^me coup que _$ est injective en restriction a chaque fibre;
l’image re ciproque d’une fibre ( y2x3)=cste donne 6 fibres de Hopf. Par
suite _$ induit un morphisme rationnel 6: 1 de E &12 (0) dans C$CP(1); on
note que le point m # C n’est pas valeur critique de ce morphisme _

$ (Fig. 3).
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Figure 3
Ceci nous permet de relier les holonomies projectives
Hol(E &12 F$, E
&1
2 (0)&_
$(m)) et Hol(?&1F(b), C&[m1 , m2 , m])
des transforme s stricts de F$ et F(b) respectivement. A un diffe omorphisme
d’holonomie a la source on peut associer de fac on e vidente un diffe omor-
phisme d’holonomie au but; le morphisme _

$* ainsi obtenu entre groupes
d’holonomie n’est certainement pas surjectif mais chaque e le ment au but du
type h6 est atteint.
Choisissons dans le groupe d’holonomie au but un sous groupe libre
( f1 , g1) et conside rons f2 , g2 dans le groupe d’holonomie source tel que
_

$*f2= f 61 et _




1) est libre, il en est de me^me de
( f2 , g2) . Ceci, par un argument de ja rencontre dans la Section 2, produit
un sous groupe libre Z V Z dans l’image de
Hol(E &13 (F(b, _)), E
&1
3 (0)&C(F(b, _));
au passage ceci de montre que le groupe de Poincare ?1(CP(2)&
(P3+Q2=0); V) contient un groupe libre Z V Z. On retrouve ainsi un
re sultat de Zariski.
Toute cette construction se ge ne ralise en remplac ant 2, 3 par p, q avec p
et q premiers entre eux, le The ore me 2 restant valable ainsi que les autres
arguments. En particulier si P et Q sont des polyno^mes homoge nes en trois
variables de degre respectifs p et q tels que Pq+Q p=0 soit irre ductible,
alors ?1(CP(2 ) & (Pq + Q p = 0), V ) contient un groupe libre Z V Z. En
fait un re sultat de Ne methi [N] dit que ?1(CP(2)&(Pq&Q p=0), V) est
pre cise ment le produit libre de ZpZ V ZqZ. Les feuilletages que nous
construisons produisent une repre sentation fide le de ce ?1 dans Diff(C, 0).
A contrario les feuilletages du The ore me 0, ont une holonomie finie alors
qu’il existe des courbes irre ductibles planes irre ductibles de degre ps, premier
et s # N*, telles que le ?1 du comple ment contienne lui aussi un groupe
libre Z V Z [D, O, Z].
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4. APPENDICE: DE MONSTRATION DU THE ORE ME 2
Commenc ons par rappeler l’e nonce principal de Cohen [Co]: le groupe
des transformations complexes engendre par les deux groupes abe liens
P={x [ x pq, pq # Q>0=
T=[x [ x+t, t # C]
est isomorphe au produit libre P V T.
Pour p # N* on note:
Hp=[htp(z)=z(1&tz
p)1p; t # C]
le plongement de T$C dans Diff(C, 0) obtenu en conjuguant T par z [ z&p:
c’est le groupe a un parame tre associe au champ de vecteurs z p+1(z). Le
re sultat de Cohen nous dit en particulier que le sous groupe engendre par
Hp et Hq , p{q, dans Diff(C, 0) est isomorphe au produit libre Hp V Hq .
Posons f (z)=&h13(z) et g(z)= jh
1
2(z), j=e
2i?3. De l’abe lianite de H2 et
H3 et de l’identite
htp(*z)=* .h
t*p
p (z) \* # C*, t # C, p # N*
on de duit
f 2=g3=id
[ f, g]=[h&13 , h
j2
2 ] # H3 V H2
[ f, g2]=[h&13 , h
&1
2 ] # H3 V H2 .
Le premier groupe de rive H (1)=[H, H] de H=( f, g) est engendre par
[ f, g] et [ f, g2]: c’est un groupe libre a deux ge ne rateurs. Tout mot
M( f, g) en f et g s’e crit de manie re unique [Lo]:
f mgnM1([ f, g], [ f, g2]) ou m=0, 1, n=0, 1, 2
et M1 est un mot re duit dans les ge ne rateurs de H (1). Si M( f, g)=id alors
en regardant les parties line aires on constate que n=m=0; par suite M1
est le mot trivial et il n’y a pas de relation impliquant a la fois f et g.
Remarque. Comme on l’a de ja signale on peut adapter la de monstra-
tion ci-dessus pour construire un sous groupe de Diff(C, 0) isomorphe a
ZpZ V ZqZ pqcd( p, q)=1.
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5. POUR FINIR, UN PEU D’HISTOIRE
En 1929, Zariski s’inte resse aux obstructions topologiques a construire
une fonction alge brique a courbe de branchement prescrite. Il semble s’agir
de la premie re e tude de ?1 de comple ments de courbes planes. Actuellement
les re sultats connus sont essentiellement les suivants:
1. Si 1 est irre ductible lisse ou a points doubles ordinaires alors
?1(CP(2)&1 ) est ZnZ ou n=d%1 (ZariskiDeligneFulton).
2. Si 1 est re ductible a points doubles ordinaires le ?1 est abe lien
isomorphe a (Z_ } } } _Z(d1 , ..., dn)) ou di=d%1i et 1=U1i , 1i irre ductible
(DeligneFulton).
3. Si 1 est une cubique ou quartique irre ductible (excepte la
‘‘quartique 3-cuspidale’’) alors le ?1 est Z3Z et Z4Z respectivement
(Zariski).
4. Si 1=quartique 3-cuspidale, le ?1 est fini mais non cyclique
(Zariski).
5. Le re sultat de Ne methi ci-dessus mentionne et ceux de [D, O, Z]
produisant une large classe de courbes 1 dont le ?1 du comple ment
contient un groupe libre. Les courbes 1 duales de courbes 1* lisses suffi-
samment ge ne rales font partie de cette classe. En particulier il existe de
telles courbes de degre ps, p premier.
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